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Coimriu:

Machnaitear ar choéras dinimicidil a thaispednann siméadracht amchilaithe, go hairithe sa chas nuair is
ionbhléid an tsiméadracht. Tugtar aicmid loganta iomldn de na samplai réadanailiseach aontoiseach dena
leithéid de chéras, agus tugtar faoi ndeara nach bhfuil acu ach pointi fosaithe éagobhsai. Taispedntar go
dtarlaionn sé seo de bharr ciiseanna ginearalta.

1 REAMHRA

Machnaimid ar choéras dinimiciuil scoite
Tr+1 :Qp(xk)a k:172137"' . (1)

inar feidhm leaninach { ¢ : X — X ar spas toipeolaioch X. Eirionn a leithéid de chéras in eolajocht
fheidhmeach nuair a ghlactar samplai as céras dinimicidil leaninach ag amanta scoite, né nuair a ghearrann
a chuid ruthag sa phasspés tri ghearradh Poincaré. Eirfonn siad freisin go nadurtha san airgeadaiocht agus
sa riomhaireacht. On dearcadh matamaiticidil, is féidir smaoineamh ar pé feidhm ar bith a thégann tacar
éigin ann féin mar fheidhm aistrii chérais dinimicidil, agus dé bhri sin is feidir torthai theoiric na gcéras
dinimiciiil scoite a chur ag obair i réimsi eile de chuid na matamaitice, mar shampla i dteoiric na bhfeidhmeanna
coimpléacsacha agus sa chéimseata.

Ag breathnd ar chéras (1) diinn, bionn suim againn in eiseadh pointi fosaithe (¢(x) = z), pointi peiriadacha
(¢™(x) = ), agus a dtréithe (aomaiocht, éarthaiocht, comhsafocht, éagcomhsaiocht), agus in eiseadh gnéithe
éagsila den anord [6].

B’é Poincaré an chéad duine a thug faoi staidéar ar a leithéid de chorais agus ceisteanna i gcointeacs
gineardlta [1]. Ba é fadhb n choirp a spreag é chun an taighde seo. B’é Poincaré, freisin, a thug faoi ndeara
go raibh tréithe ar leith ag baint le céras a bhfuil siméadracht amchulaithe ann. Feach freisin [2].

Sainmhinii 1.1 ’Sé siméadracht amchilaithe chdras (X, @) nd hoiméamorfacht o : X — X le

ot ogooa:(p*l.
Ar ndéigh, nil a leithéid de shiméadracht ag (X, ¢) munar feidhm dhétheilgeach { ¢.

Mar shampla, biodh Y phasspas chérais n-choirp, agus abair gurb é X fo-spas na staideanna nach bhfuil
imbhualadh 6s a gchomhair amach agus nach n-éirionn as staid imbhuailte. Biodh ¢ : X — X an mhapail
a gheibhtear nuair a shuimedltar an céras ar feadh aonaid amhdin ama, agus abair gurb é ¢ : X — X an
mhapail a choiméadann seasta gach suiomh agus a chilaionn gach veicteoir méimintim. Ansin is siméadracht
amchulaithe { o de chuid (X, ).

Mar shampla eile, smaoinigh ar bhilléardai ar bord ar bith atd dronnach agus le teorainn I' atd slim. Tég
X =T x (0,7) agus abair go bhfuil

p(p,0) = (v',6")

nuair is é p’ an chéad phointe eile ina mbuaileann an liathréid an teorainn, més rud é go bhfiagann sé an
teorainn ag an bpointe p agus ag déanamh uilinn € leis an dtadhail ag p sa treo tuathail, agus nuair is é " an



uilinn ina bhfigann an liathréid an pointe p' taréis an imbhuailte. Is siméadracht amchulaithe, sa chés seo,
an mhapail
o (paa) = (pv,” _0)

Tabhair faoi ndeara go dtarlaionn
coo=1 (= an mhapdil chéannachta ar X)

i.e. is iombhloidi na siméadrachtai seo. T4 na hionbhléidi usdideach i ngruptheoiric, agus t4 an léama seo
leanas bunusach, iomraiteach, agus simpli:

Léama 1.2 Biodh G ina gripa agus ¢ € G. Ansin td na rditis seo leanas coibhéiseach:
(1) Td ionbhldid o € G ann le 0= po = ¢~ 1.
(2) Gheibhtear ¢ mar thoradh 7172 dhd ionbhldidi.

Atoradh 1.3 Biodh (X, ) ina cdras dinimiciuil. Td siméadracht inbhldideach amchilaithe air direach nuair
is féidir ¢ a scriobh mar chomshuiomh 1 o 75 dhd ionbhléidi.

De bharr an bhreathnaithe seo, agus 6s rud é gur aimsigh duine diinn péiri ionbhléidi nea-chémhalartacha
i gcointéacsanna éagstla, go héirithe ag baint le fadhbanna neastachéin [3, 4, 5], do bheartaiomar ar scridd
6n dtus amach a dhéanamh ar an bhfeiniméan. San alt seo, cuirimid sfos ar an gcds aontoiseach.

2 CORAIS AONTOISEACHA.

Biodh —co < a < ¢ < b < +o00, agus X = (a,b), eatramh den line réadach. T4 sli shimpl{ ann chun ionbhléid
a chumadh ar X a thgann ¢ fosaithe. Tosnaionn t1 le feidhm shlim (=indifredlaithe go héagraice)
f:(a,b) = (0,400) leis na hairionna:

() <0, a<z<ec,
f'(e) =0, (2)
fl(z) >0, c<z<b,

&

agus

lim f(2) = lim f(z). 3)

zla

Ansin, do gach = € (a,b), sainfonn td 7(z) leis an gcudroméid

{z:7(2) = f(2)} = {2, 7(2)}. (4)

’Sé sin le 14, m4 ta dha phointe sa tacar comhréidh f~!f(z), ’sé 7(z) an ceann nach z é, agus sa chés eile
(z =c¢) td 7(z) = =.

Is léir gur ionbhldid { 7, agus més rud é nach bhfuil f maol ag ¢ (i.e. le gach diorthach nialas) is féidir a
thaispeaint go bhfuil 7 slim, le forbairt Taylor

T(a:)~c—(x—c)+b2(x—c)2+b3(a:—c)3+---

timpeall ar ¢, agus is féidir na comhéifeachtai b,, a scriobh i dtéarmai de na comhéifeachtai Taylor de f ag c.

Ar ndéigh, is féidir an tégail seo a dhéanamh gan chur i geds go bhfuil f indifredlaithe. Ni gd ach nach
bhfuil nios mé né dha pointe i ngach tacar f~!f(z), agus ansin is féidir ionbhléid a shainii sa tsli chéanna.
Gheibhtear ionbhléidi ar (a,b), mar shampla, nach bhfuil ach leandnach, né nach bhfuil acu ach difreail né
dhé. Eirfonn roinnt mhaith deacrachtai mas mian linn an feiniméan a scridd go ginearalta, agus d4 réir sin
cuirimid béim anseo ar an gcés is dea-bhéasai : an céas réadanailiseach. Tégaimid freisin ¢ = 0 (gan caillidint
ginearaltachta).

Tairiscint 2.1 Biodh f(z) = 2™ + aspmy12>™ ! + -+ réadanailiseach, agus cuir i gcds nach bhfuil si réidh.
Ansin td T(x) = —x + box® + - - - réadanailiseach freisin, agus is wimhir réidh an chéad n le b, # 0.



Cruthua.Figaimid ar leataoibh sonrai an chruthaithe go bhfuil 7 réadanailiseach. Nil moran deacrachta ag
baint leis an gcuid eile den tairiscint: Os rud é nach bhfuil f réidh, is féidir i a scriobh mar

2m+2 + 2n+1 + .-

flx) = 2™ 4 A2m12T et Az + 97117

le aspy1 # 0. S4 chas asni1 > 0, feictear go bhfuil f(x) > f(—=z) nuair atd > 0 beag, agus d4 bhri sin t4

() < -z ,2>0
T(z) <z ,z<0

agus leanann an tairiscint go direach. Téann an cruthd mar an gcéanna sa chés asp+1 < 0.

Atoradh 2.2 Md thégaimid dhd fheidhm réadanailiseach f; den tsaghas
thuas agus mds iad 1; an dd ionbhldid a gheibhtear uatha, agus muna bhfuil 7 = 15, ansin td 0 mar phointe
fosaithe neodrach éagomhsai ag an gcoras dinimiciiil ((a,b), 7 o 2).

Cruthi. Le athru athréga, is féidir glacadh leis go bhfuil 73 (z) = —z. Ansin leanann an toradh go furasta,
ag baint usdide as an anailis ghrafach [6].

Tairiscint 2.3 Go logdnta, éirionn gach ionbhldid réadanailiseach T i
gecomharsanacht pointe fosaithe ar an line réadach ¢ fheidhm éigin f sa tsli thuas.

Cruthi.Biodh 7(z) = —z + baa? + b3z + - - - ina ionbhldid anailiseach le 0 fosaithe. Tég
f@)=(@-1(@)=2"+.
Ansin ta f(r(x)) = f(z), agus t4 f 2-1 ar chomharsanacht phollta de 0, mar a theastaionn.

Tairiscint 2.4 Biodh 0 mar phointe fosaithe de cdras réadanailiseach aontoiseach ((a,b), ). Biodh ionbhldid
T mar shiméadracht amchilaithe den cdras, agus 7(0) = 0. Ansin is pointe neodrach éagomhsai é 0 den chdras.

Is furasta a fheiscint go bhfuil an anailis chéanna dlisteanach i gcomhair céras dinimicidil coimpléacsach
holamorfach aontoiseach, ar chomharsanacht pointe fosaithe sa phlana.

Maidir le cérais neamh-anailiseach ar an line, is féidir cuid mhaith den anailis a chur trid sa chéas slim,
muna bhfuil an fheidhm f maol ag ¢. Go hdirithe t4 analéga na dTairiscinti thuas fior, ag athrd anailiseach
go slim ionta.

3 SIMEADRACHT AMCHULAITHE AGUS
AN EAGOMHSAIOCHT, GO GINEARALTA.

T4 feiniméan ginearélta taobh thiar den rud a tharlaionn i dTairiscint (2.4).
Abair gur céras scoite ar bith é (X, ¢), agus p € X. Meabhraigh gur pointe fosaithe aomaioch é p més rud é go
bhfuil ¢(p) = p, agus do gach comharsanacht U de p t4 comharsanacht V C U ann agus ¢™(V) C U,V n > 1,
agus ¢"(z) = p,n T +00,V x € V. Freisin, is pointe fosaithe éarthaioch é p més rud é go bhfuil ¢ détheilgeach
in aice le p agus gur pointe aomafoch é p don chéras ¢~'. Sa tsli chéanna, sainmhinitear ciogal aomaioch
agus ciogal €arthaioch. Saghas comhsaiocht 1didir isea an aomaiocht, agus saghas eagomhsaiocht laidir isea an
éarthajocht.

Ni minic go mbionn an pointe céanna mar phointe aomaioch agus éarthaioch do chéras, ach tarlaionn sé,
mar shampla nuair is spds scoite é X.

Léama 3.1 Biodh X ina spds Ty (i.e. le gach aonrachdn iata), agus biodh p cnuasphointe de X. Ansin ni
féidir le p bheith ina pointe aomaioch agus éarthaioch don chérus céanna ar X.

Cruthi. Direach.

Tairiscint 3.2 Biodh X ina spds Ty, agus biodh cnuasphointe p € X mar phointe cioglach de chdras (X, @),
le ciogal
C={pe), " (0}

Biodh siméadracht amchilaithe T ag (X, ) le 7(p) € C. Ansin nil an ciogal C aomaioch nd éarthaioch.

Cruthii. Comhchuingionn 7 an mhapail ¢ go dti an mhapdil ¢!, agus ¢™ go dti ¢ ™. M4s ciogal aomaioch
é C do ¢, is pointe aomaioch é p do ", agus da bhri sin is pointe éarthaioch é p do ¢~". Ach coiméadann
comhchuingeas éarthaiocht pointe, agus figann sin gur pointe éarthaioch é p do ¢" freisin. De réir an leama,
ni féidir sin. D4 bhri sin, ni ciogal aomaioch é C' do . Sa tsli chéanna (ag malarti ¢ agus ¢ ') feictear nach
ciogal éarthaioch é, ach oiread.



4 SAMPLAI

Mar shampla 6n ailgéabar lineach, smaoinidh ar mhaitrisi 2 x 2 és cionn C, ag smaoineamh orthu mar
mhapaileanna de C? ann féin. Biodh A,B ina leithéid de mhaitrisi, le A2 = B? = 1. Is féidir, mar is eol, athri
comhordandidi a dhéanamh agus an da rud a chomhchuingeadh ag an am céanna go

_( 0 n _ (0 pt
A_<u1 0>’B_<u 0 )

le i # 0. Munar isiméadracht an toradh
2
_(w O
AB = < 0 > ,

ta sé ag forbairt i dtreo amhdin agus ag crapadh i dtreo eile.

I geointéacs nios ginearalta, mas maineafé6ild (iolartha) Riemannach é X agus mé ta ¢ indifréalaithe le
pointe fosaithe p agus le siméadracht amchulid 7 a fhadgann p fosaithe, ansin ta det(¢')(p) = £1, agus d4 bhri
sin caithfear go bhfuil ciiteamh ann idir forbairt i dtreonna airithe agus crapadh i dtreonna eile.

Mar shampla domhanda, smaoinidh ar C = C U {co} mar an sféar S?, agus biodh

az’> +bz+c

1z) = dz24+cz+ f

feidhm chéimheasta ailgéabrach den tarna érd. Sainitear ionbhléid 7 : §* — S? trid
FHf(2) ={z,7(2)}.
Ansin is feidhm anailiseach 1 7, agus ditheilgeach, agus d4 bhri sin ta

(z)_w
= vz +8°

Eirfonn gach trasfhoirm Mébius gur ionbhléid { sa tsli seo: nuair a thugtar ionbhléid

(z)_az—f-ﬁ
= vz +8’

tég (cf. an fhoirmle 6 chruthu (2.3))

(v—a)2+(6—ﬁ)}2_

1) = (e = r(a) = { =22

Le dhé f, abair f; agus fs, gheibhtear dha ionbhléid 7 agus 79, agus céras ¢ = 11 o 15 le siméadracht
amchild ionbhléideach 71. Ar nddigh, is trasfhoirm Mobius 1 ¢, freisin. T4 tri chds ann:

1°. Nil ach pointe fosaithe amhdin ag ¢, abair p. Ansin ta 71 (p) = 72(p) = p agus is pointe neodrach é p
do ¢.

2°. T4 dh4 phointe fosaithe ag ¢, abair p; agus p2, agus td 71 (p1) = p1. Ansin td 71 (p2) = p2 agus (de réir
(3.2)) is pointi neodracha iad araon, agus is trasthoirm éilipseach 1 ¢.

3°. T4 dha phointe fosaithe ag ¢, abair p; agus po, agus td 71(p1) = p2. Ansin td 71 (p2) = p1, agus
ni chuireann (3.2) aon bhac ar p; a bheith mar phointe aomaioch ag ¢ (chomh fada is atd p» mar phointe
éarthaioch le hiolraitheoir le luach uimhriuil deilineach, i gcomparaid le hiolraitheoir p;). Térlafonn an cés
seo. Mar shampla, t6g

p(z) = 22,

=1

T1(2) = .

Taispednann an sampla seo go bhfuil an hipitéis 7(p) € C riachtanach i (3.2).

Breathni. Is féidir tairbhe eile a bhaint as eiseadh siméadrachta ionbhléidi amchilaithe. Tugtar gripa
déhéidreach ar ghripa a ghintear le dhd ionbhléid, mar ta gripa criochta siméadrachtai pholagéin rialta den
tsaghas sin. Criochta né éigriochta, bionn fo-ghripa cioglach de inéacs 2 ag a leithéid de ghrupa, agus is grupa
‘beag’ é, sa mhéid is go bhfdsann lion na n-eiliminti gur féidir iad a scriobh mar fhocal le faid n sna gineadéiri



ar shli lineach le n. D& bhri sin t4 uirlisi mar theoric ergoidiochta, oibreoiri méanacha, agus a leithéid, ar fail.
Baineadh tsdid as uirlisi mar iad suid, mar shampla, i [3, 5].
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